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Die feldtheoretische Formulierung der nichtrelativistischen
Mehrkanalstreutheorie
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Aus dem Institut fiir Theoretische und Angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 18 a, 1266—1275 [1963] ; eingegangen am 4. Oktober 1963)

Methods for the explicit construction of asymptotic fields in terms of the interpolating field in a
nonrelativistic theory are derived in both cases of one sort resp. many sorts of asymptotic particles.
A simple nontrivial multichannelcase is discussed explicitly.

Seitdem in den letzten Jahren mehrere neue Ele-
mentarteilchen entdeckt und experimentell untersucht
worden sind, wird es immer mehr zur fundamenta-
len Aufgabe der Feldtheorie, nicht nur durch Wech-
selwirkungsansitze zwischen den verschiedenen Fel-
dern oder durch funktionentheoretische Methoden
fir die Streumatrixelemente Aussagen tber die
Wechselwirkung zu gewinnen, sondern moglichst die
Existenz der Teilchen und ihre Wechselwirkung zu-
gleich aus einer einheitlichen Grundlage abzuleiten.
In der relativistischen Feldtheorie gibt es dafiir Ver-
suche in verschiedener Richtung. Einmal wird von
HersexBerG ! 2 und anderen Autoren auf der Grund-
lage einer konkreten nichtlinearen Spinorgleichung
fir ein Fundamentalfeld versucht, direkt z. B. Mas-
seneigenwerte fiir die mit dem Fundamentalfeld zu
beschreibenden Elementarteilchen zu berechnen. An-
dererseits kann die axiomatische Feldtheorie  so er-
weitert werden, dal} mehrere ein- bzw. auslaufende
Teilchensorten und die dazugehorigen asymptotischen
Felder vorhanden sind % . Diese sollen alle aus nur
einem interpolierenden Feld hervorgehen, welches
dann bestimmte Bedingungen zu erfiillen hat. Da
es jedoch noch keine, in jeder Hinsicht befriedigende
Konkretisierung dieses axiomatischen Rahmens gibt,
ist es interessant, dieselbe Problematik an einem
nichtrelativistischen System zu untersuchen. Wir wol-
len dabei vor dem Ubergang zur Feldtheorie die

Losungen der ScHrGDINGER-Gleichungen in allen N-
Teilchenkonfigurationsrdumen als bekannt voraus-
setzen. Wenn in den N-Teilchenrdumen gebundene
Zustinde auftreten, gibt es mehrere ein- und auslau-
fende Teilchensorten (,einfache und ,,zusammen-
gesetzte™). Dementsprechend gibt es neben dem ka-
nonischen ,interpolierenden® Feld v (1;¢) mehrere
asymptotische kanonische Felder

A (r;t); Bi(r30),...

fir die verschiedenen Teilchensorten. Der HiLBerT-
Raum des Systems kann einmal als Fock-Raum £,
des y(r;t)-Feldes aufgebaut werden, andererseits
als Produktraum .4, X O5, X ... der Fock-Rdume
der verschiedenen asymptotischen Felder. Schon dar-
aus ergibt sich, dal 4. (v;¢) oder B (1;t) nicht
mit vy (T;¢) unitardquivalent sein konnen, obwohl
alle Felder den kanonischen Vertauschungsrelationen
geniigen. Dies hat als erster schon Exstein ¢ bemerkt,
der auch in allgemeinster Weise den Zusammenhang
zwischen v (15 ¢) und 4+ (x;¢), B+ (1;¢) diskutierte.
Der feldtheoretische, nichtrelativistische in-out-For-
malismus ist in letzter Zeit von Repmonp und
Urerzky 7 sowie von ScrweBer und SupArsHAN 8
untersucht worden. Letztere Autoren definieren einen
asymptotischen N-Teilchenoperator, der in verschie-
dene Anteile entsprechend den Fragmentkonfigura-
tionen im N-Teilchenraum zerfallt, durch

vy (ry...1ty5t) = lim /drl’...drN’(O[w(r1 t)...p(ye) vh(r ). ..ty )] 0)p () 8)...p(xy¥).

t'—>too

Die asymptotischen Operatoren sind also durch das interpolierende Feld v (1;¢’) fiir #— & o ausgedriickt.
Ergénzend dazu ist es wiinschenswert, die asymptotischen Felder direkt explizit in v (1;¢) fiir endliches ¢,
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z. B. t=0, auszudriicken. Die allgemeine Methode dazu und ihre Durchfithrung im einfachsten nichttrivia-
len Mehrkanalfall geben wir in Abschnitt 2 an. Zum Vergleich diskutieren wir in Abschnitt 1 den einfache-
ren Fall ohne gebundene Zustinde. In diesem Fall existieren unitire M3LLER-Operatoren. Wir geben ihre
feldtheoretische Form an.

1. Das einfache Streusystem (ohne gebundene Zustande)

Betrachten wir zunichst die einzelnen N-Teilchenkonfigurationsraume. Nach Haac und Brenic? gehort
in diesem Falle zu jeder Losung 9Y (1;...Ty;?) (symmetrisch in allen 1;) der ScmropINGER-Gleichung

_R 3w v ; o kLS
T ) =HM i (L,1) mit H® = Zl g 4;+ 29;. Vlu-1) (1,2
= it
ein-eindeutig eine Losung @@ (r,...Ty;¢) der freien ScuropINGER-Gleichung:
h3 om_ g™ : n_ \0 =k
_Té; ® _HO @ mit HO ;I om A], (]-5 3)9 (174‘)

sodaB  lim [y (1) —p™ ()| = lim | exp | — £ HO ¢ | p(0) —exp | — - HV't| ™ (0)]
t—+o00 t—>+o0
- M (0) — L2y () _ P HM oW == 4y
Jim | 4 (0) —exp {5 H® 1 fexp {— £ BVt 9™ (0)]| =0 (1,5)

Das heiBt, jede Losung w& (z) der vollen ScuropiNGEr-Gleichung verhilt sich asymptotisch fiir 1— +
wie ein bestimmtes Wellenpaket von NV frei auseinanderlaufenden Teilchen. [Dies ist natiirlich eine Vor-
aussetzung an das Potential ¥ (| v;—1;|).] Entsprechendes gilt fiir t— — co . Aus (1,5) folgt, da die

w®(0) wie die zugehérigen ™ (0) jeweils den ganzen N-Teilchen-HitserT-Raum $H™) durchlaufen, daf

OY — lim exp {%-H(m t}»exp {—gH&")t} (1,6)

t—>+ oo
nicht nur isometrisch, sondern unitér in @ ist.
Es ist dann: ™ (0) =P ™ (0) . (1,6)

Die feldtheoretische Formulierung fafit nun simtliche N-Teilchenstreusysteme von N =0 bis oo zusam-
men. Der Hamirron-Operator lautet jetzt:

H—Hy+gHy= [v(1) (3o 4)p@) di+ 39 [y @) 9" @) V(-0 ) (@) p(@) drdr’,  (1,7)
wobei (1) die kanonischen Vertauschungsrelationen eines Bose-Feldes erfiillt:
[p(1), 9" ()] =0(r-1), [v@);yp)]=[¥"(2).y'(x)]1=0. (1,8)

Der HiLgert-Raum wird in iiblicher Weise als Fock-Raum §),, von 3 aus einem Vakuum Py; (v (1) Dy=0)
durch Anwenden der y1(1) aufgebaut. Im Scurépincer-Bild geniigt dann z. B. der N-Teilchenzustand:

D(1) = 71/17\" f’/’(v)( ety t) wi(ry) ..ot (ty) drg ... dey Dy (1,9)

der ScrrépINGER-Gleichung = ’j% D) =HD(), (1, 10)
wenn die Amplitude v (r,...1y; ) der ScaropiNcer-Gleichung (1, 1) geniigt.
Beim Ubergang zum Heisensere-Bild fithren wir zeitabhiingige Operatoren ein:

w(r,t)=exp{;LHtltp(r)exp { ‘Hz}. (1,11)

9 W. Brenic u. R. Haac, Fortschr. Phys. 7, 183 [1959].
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Auf Grund von (1,1) und (1, 11) erkennt man sofort, dal}
¥ @(0) - VN, ftp“)(rl...r,v;t) Wty 1). ..yt (tyt) dty ... dty By (1,12)

ein zeitunabhingiger HersenBErG-Zustand ist. Er beschreibt ein System von N-Teilchen, deren Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit an 1, ... Ty zur Zeit ¢ durch | (1, ... Iy; ) |2 gegeben ist. Zum Beispiel hat der Heisex-
BERG-Bildoperator

N;st)= [wH(r;0) w(r;e) dr (1,13)
14

fiir die Anzahl der Teilchen im Volumen V zur Zeit ¢ im Zustand ¥ den Erwartungswert:

(P, NW;0) P)=N [dr, [dr,...diw [P (11... 185 0) 2 (1,14)
| 4 oo

Wir wollen nun zusitzlich Operatoren
v (T3 0) =epr“‘i Ht}y)i(r) exp {_ ';;’H‘} (1,15)

einfithren, die folgendermaflen definiert sind:
1. y. (1) geniige wie v (1) den Vertauschungsrelationen (1,8).
2. 9, ist auch Fock-Raum von v (¥) mit y. (1) @y=0.

Da v und v+ in §, dquivalent dargestellt sind, gibt es eine unitidre Transformation 2, , die beide ver-
bindet:

wi(t) = Q. p(1) Q31 bzw. po (130 =Us(8) w(r;¢) UZ (2); Us (1) =exp {;;Hz}gt exp <_ L Hz}

3. Fiir alle N soll gelten: (1,16)
D (1) = VN'./W(N) Ty 8) YH(Ty). .yt (Tw) dry. . dEy Do
= i [P @t ) pL ()L (o) dny L dey B (1,17)
oder gleichbedeutend:
o= I/N' f'/’(N)(rx---l'N;t) Y (r50).. .9t (ry;2) dry ... dry Dy
VN'f(p(N)(rl tys ) who (g5 0). .yl (tys o) dry .. dey By, (1,17)

wobei % und ¢™ nach (1,6") unitir in H® zusammenhingen.
Die Forderung (1,17) ist erfiillbar, weil gilt:

(¥4 )= f'/’w) (Ty...TN52) W(N‘Z (T tys t) deg. .. dry
= [ (1y...tys0) @8V (1y.. . Ty30) ATy ... diy -

Aus der Tatsache, daB W fiir alle N zeitunabhingig ist und @™ (r,...1y;¢) der freien ScHRODINGER-
Gleichung (1, 3) geniigt, 1aBt sich schlieBen, daB y'. (r;1) der freien ScuroDINGER-Gleichung

2
Pl = aptan (1,18)
geniigen mull.

Da andererseits nach (1, 15) ? aat yho(r;e) =[H,vh(r50)]

sein soll, bedeutet dies, dal H in den v+ (r;t) ausgedriickt, die Form eines freien Hawmirron-Operators
haben muf}:

H [9h(rs0) (G0 A)ps(r;0) dr. (1,19)
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Um das asymptotische Verhalten von v (1;¢) fiir t— T oo zu untersuchen, fiihren wir neben ¥+ noch ein
¥()= fﬁfw”’(rl-.-rmt) Yt 0). .yt (tys 0) By (1,20)

Wegen (1,5) gilt: [P@)-P:|—0 fir t— £, (1,21)
andererseits ist
Ya)-Y.= i—ffqv‘”)(rl---rzv; D (ry30). .. 9T (Tns o) —pl(r;0). . ph (vn;0)) dry ... diy By

VYN!
1 (1,22)

W, @)... 9L, () — yhia...vks) Dy,

N
wenn wir speziell oW (1y...1x;51) =jg <;v&}) (rj30)

als Produkt von freien Einteilchenzustinden wahlen und
wi(t) = [9P(rs0) vi(r;50) dv (1,23)
setzen. Aus (1,21) und (1,22) folgt die Konvergenzbeziehung:
wh (2) =yl fiir t— £ oo (1, 24)
im Sinne der starken Operatorkonvergenz.
Beweis: Zuzeigen ist
l(wh () —who) phia ... 9hey Bl —0 fir t— too
fiir alle N=0,1,... o und alle aj, denn die wly,... oy D, bauen ganz §) auf. Nun ist mit Hilfe von (1,17’)
Tl 0 O v v ie vy B
= VTT{FTT' [(pa @) wi, ©)... 9k, (£) —pia¥lia, ... p'ay) Do
iy VRO W vy = vh (0., 0) B |
=J1¢l (59 ,1271 98 (t538) —p Lk Dy (try .. tys ) Pdrdry. . dry

N
[ @alts ) W)y (teeotws ) — TT 98 (js0) ) [P dedry... dry.
j=1

Daraus folgt die Behauptung wegen (1, 5).

Wir wollen nun noch die in (1,16) eingefithrten gedriickt die freie Form hat, wihrend es in v ausge-
feldtheoretischen MoLLER-Operatoren £+ berechnen.  driickt nach (1,7) Wechselwirkungsglieder enthilt.
Sie konnen entweder in den y oder in yw. ausge- Um dies anzudeuten, schreiben wir:

- 4 it
e H(y) =Hy(y) +9 Hy () =Ho(ps).  (1,26)
Q, =0, (w,); Q_ =0Q_(v_), 1,25

() (w.) ) (w-) ( ) Andererseits mit (1, 16) :
d. h. die funktionale Form von 2, in v ist dieselbe Hp) =H(QL v. Q.) (1,26

wieiny, .
B . =0% (y2) H(y:) Q. (p.) =Hy(ws) -
eweis:
Q,(w,)=2,(Q,p0R7! Man kann nun fiir 27, (y+) den stérungstheoreti-
=0, 2, @) Q7' =2, (v). schen Ansatz machen:
Als Ausgangspunkt fiir die Bestimmung von £+ ot _ i S Fu(5) 1.27
dient die Tatsache, da8 H nach (1, 19) in v (r) aus Lys)=emp (27 PP (ve))  (1,27)
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und aus dem Gleichungssystem

Hio(ps) =0 fir u=1,2,...c,

wobei

Qf (w+)(Ho(ws) +9 Hy (1)) Qo (wy)

=Hy(ys) + Y g* Hu(ys),

w=1

(1, 28)

(1,29)

sukzessive die F,(*) (1) berechnen. Das System be-
sitzt viele Losungen. Um zu den F,(Y)(yw.) bzw.
F,(7)(y_) zu gelangen, muB man die Asymptoten-
bedingung (1, 24) heranziehen.

Die eben angedeutete Methode lafit sich auch auf
den relativistischen Fall mit nur einer ein- bzw. aus-
laufenden Teilchensorte iibertragen, wobei allerdings
prinzipielle Unterschiede auftreten!?: Die MOLLER-
Operatoren existieren dann nur noch als formaluni-
tare Ausdriicke, die jedoch aus dem Hruerr-Raum
herausfiithren; dies hdngt unmittelbar damit zusam-
men, daf} das relativistische interpolierende Feld in
$ gegeniiber den asymptotischen Feldern eine in-
dquivalente Darstellung erfdhrt.

An Stelle des storungstheoretischen Vorgehens
konnen wir hier einen anderen Weg einschlagen, der

Den Ausdruck Q7 (y) H(y) Q.+ (y)

in i Ggf)(w)[. ) [

QL) H(p) Qe(p) = Y
© =1

n=0

W. WEIDLICH

anschaulich die Entwicklung von Q. nach Korrela-
tionen von einer wachsenden Zahl beteiligter Teil-
chen bedeutet.

Aus (1, 17) folgt:

N=[v'(@¥) p()dr = [pLl(¥) p(x) dr (1,30)

oder mit (1, 16) :

[2+;N]=0. (1,30

Das unitdre £+ () kann daher nur folgende Form

haben:

QL () =exp (i ; G (y))

v

(1,31)
mit
G () = (9t (T ...y (xn) gu(ty. . Ths Ty )
"(/J(T.'N’) aels 7,[/'(1'1,) dr1 oo drN'. (1, 32)
Es zeigt sich unten, daB  G;*)(y) =0 sein muB.
Um den Aufbau aus Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren anzudeuten, schreiben wir in Zu-
kunft oft fiir Ausdriicke wie Gy (y) kurz:
Cy(y) ~(W'...y" y...y).
— =

konnen wir nun in der Form schreiben:

S e HW) | |=How + X B
_ N=2

u=1

n Klammern

(1,33)

Dabei ist nicht mehr nach der Kopplungskonstanten geordnet worden, sondern nach der Struktur der Terme;

und zwar soll sein:

Hy(y) ~ (y'..
N

phyoiiy) .

——

N

Die Bedingung (1,26) verlangt nun, daB die G () so bestimmt werden miissen, daf}

Hy(y) =

0. (1, 34)

Ahnlich (aber nicht gleichbedeutend) der storungstheoretischen Entwicklung fithrt dies zur sukzessiven
Bestimmung der G4 (y). Aus der Anzahl der jeweils moglichen Kontraktionen und der iibrigbleibenden
y, wi-Operatoren in der Summe (1, 33) ergibt sich sofort, daf} in fAIN () nur die Operatoren G3=) () bis
G () auftreten konnen. Wir fithren die Bestimmung von G%=) () explizit durch. Dazu miissen die
Terme von
Ho(y) +9 Hy (y) +i[GY) () s Ho(y) + gH (y)],

welche zu HA2 () beitragen, gleich 0 gesetzt werden. (Hohere Kommutatoren von G,(*) (1) vernachldssigen
wir und setzen ¢ =1.) ZweckmiBigerweise gehen wir zu Fourier-Transformierten iiber:

. 1 =it . % = 1 " eitt .
vl = Gl [ty an VAt = gL [errie) an (1,35)
g(_):‘:)(fl fg;f3 f4) = E%!)Tfexp{—i(fl I1+f2 1‘2—f3 1'3—f4 I4)}g(_)i)(r1 1‘2;I3r4) drl.--dr4;

10 W. Wemrtica, Nuovo Cim. 30, 803 [1963].
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H— /&f(f)- E;:T’z;(f) df +

5 am | VIO WE) S+ b= E) V(B =T ) y () v(t) df,... df,.
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(1,7)

Fiir g4 (f,f,; 3 f,) ergibt sich dann die folgende Integralgleichung:

7(f12+f2— —£2)55 (8 55 5 £y)

= of,+5 -1 (V(If1‘“f3|)+V([f1—f4|)+V(lf2—f3|)+V([f2—f4]))

BETCE )’/:

i@ )3/df W0+ )VV(EL-F)+V(t-F")

y g‘)_‘_)(f f29

Ahnliche Integralgleichungen ergeben sich fiir alle gy (f;

Ihre Losung entspricht jeweils der Aufsummation
eines unendlichen Potenzreihenausdrucks in der
Kopplungskonstanten ¢g. Die Losung von (1, 36) ist
nicht eindeutig wegen der Singularitét, die sich beim
Dividieren durch den Ausdruck

;; 7t S e e i

ergibt.
Es zeigt sich, daB man gerade 9% (f, ;5 )
erhilt, wenn man diesen Ausdruck durch

lim P (F2+52—L,2—12tie)

e=>0+ 2 m
ersetzt (entsprechend in den héheren g%~ ).

Beweis: Driicken wir
pt=01 (pz) pI 2wl Q(yz)

durch y. aus, so ergibt sich auf Grund der Struktur
(1, 31) von Q+(yw+) folgender allgemeiner Aufbau:

yh~ @) + (wiviy) + (wlvlvlwy) + ... . (1,37)
Dabei tragen zum Term (pl...p1 3. ...y4) nur

N+1 N

die Glieder G & ’(z,u+) bis GY¥ +1(1p ) von Q. (w-) bei.
Explizit erhalten wir z. B. fiir z+ (£, £,; £, f) in

WT(E) ="Pi (£ + / 1/)1 (£) "Pl(fz) Wi (£) (1,37
- v (B £ £ 0 ) dE, dE, dB L L
v (B s B B) =i {57 (B By £, B) + 957 (8, {"2,{*61)}

(1, 38)
Verwenden wir nun
PE(E 0 =exp |y He} P2 @nm{ t}
—exp{ E(f)z l PpiE); EE) =" f,,, (1, 39)

FE) O+ —f—F) (V(F~5 ) +V (¥ L]

(1, 36)
FV(H=F) + V(| B=F"]) #2551,

V(| =&)+V (=1} -

oo f;v; fl,' . .fN’).

ferner, analog (1, 23), mit
wolls ) =exp [~ - E(®) ¢ | falD),
PLO = [P1E:0) gulfs )

= f exp {;i—Ht} Pt (£) exp{——;-Ht}(Pa(f;t) dt,

L= [I(E) fu(®) A (1, 40)
und die bekannten Formeln:
lim Qﬂ;—‘*’i} —0 fir t— Foo, (1,41)
e—>0* wIie

so ergibt sich, daBl im Limes t— + o jeweils die Ma-
trixelemente aller Terme auBler dem ersten in der Ent-
wicklung

PL) =Pt [ DI (E) PI () 9. ()
exp | £ [E() +E(E) —E(&) —E(®)]¢ |

sy, (BB B F) fo(F) dE B, dE,"dE+ ... (1,37)
verschwinden, wenn wir fiir y, bzw. g5t und die ho-
heren §;~) die oben vorgeschriebenen Losungen der In-
tegralgleichungen verwenden [entsprechend 7% bei der
Entwicklung von % (£) nach®— (). Im Sinne der schwa-
chen Konvergenz gilt dann jedenfalls

i/:'o.:r (® _)'115;1 fiir

Dal} diese Konvergenz sogar stark ist, haben wir vor-
her gesehen.

t— oo,

Nachdem wir im Prinzip die Q4+ (y) berechnen
konnen, ergeben sich fir die feldtheoretische S-Ma-
trix, welche durch

y_ =Sy, 5! (1,42)

definiert ist, unter Verwendung von (1, 16), (1, 25)
verschiedene Formen, je nachdem, in welchen Ope-
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ratoren man sie ausdriickt:

S=0_(y) Q% () =Q_(y.) &% (v.)
=0Q_(p_) QL (QL (w_) p_Q2_(y.))
=0Q% (y_) Q_(y.)
=Q2_(2% (w,) v, 2, (w.)) 24 (v.)
QL () Q_(y,)  (1,43)

SchlieBlich machen wir noch eine Bemerkung, welche
auf die Problematik des Axioms der Quantentheorie
hinweist, wonach ,,jedem hermiteschen Operator eine
Observable, d.h. eine MeBgrole entspricht®. Wir
hatten '(1;¢) als den Erzeugungsoperator fiir ein
Teilchen am Ort T zur Zeit ¢ interpretiert. Dement-
sprechend ist
N5ty = [ yi(r;e) w(rse) dr
v

der Operator fiir die Anzahl der Teilchen in V' zur
Zeit t. An seinem Erwartungswert lafit sich die raum-
zeitliche Ausbreitung der Teilchen vermoge der Wech-
selwirkung verfolgen [vgl. (1, 14)].

Der HiBert-Raum wird nun andererseits zwar in
formal gleichberechtigter Weise auch mittels der Ope-
ratoren v’ (r;¢) oder y' (r;¢) aufgebaut; gibe es
jedoch eine MeBapparatur, die statt der y-Teilchen
»y_-Teilchen® oder ,, ,-Teilchen“ messen konnte —

WNe(V50) = [vh(r;0) wa(r50) du
vV

wire dann der Operator fiir die Anzahl der v -Teil-
chen in V), so wiirde sich eine wechselwirkungsfreie
Ausbreitung dieser ,,Teilchen® herausstellen, denn
die w4 (r;¢) geniigen der freien ScHRODINGER-Glei-
chung. In Wirklichkeit messen normale Apparate
,»von selbst“ wechselwirkende Teilchen, deren rdum-
liches Verhalten mit dem interpolierenden Feld
w(r;t) zu beschreiben ist, und es ist fraglich, ob
z. B. den Operatoren N (V; ¢) iiberhaupt eine phy-
sikalische Observable zugeordnet werden kann.

2. Das Mehrkanalsystem

Wir beginnen wieder mit der Behandlung der N-
Teilchen Konfigurationsrdume und schliefen uns der
Formulierung von Grawerr und Perzorp ! an. Im
Gegensatz zum einfachen Streusystem ldft sich nicht
mehr jeder Losung v® (1y...1Ty;t) eine Wellen-
funktion ™ (1y...1y;%) von N frei auseinander-
laufenden Teilchen zuordnen, nach welcher w®) fiir
t—> + oo bzw. t— — oo konvergiert. Wenn das

1 G. Grawerr u. J. Perzorp, Z. Naturforschg. 15 a, 311 [1960].
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Wechselwirkungspotential gebundene Zustinde zu-
1aBt, zerféllt vielmehr die Gesamtheit der Losungen
der ScurODINGER-Gleichung in verschiedene ,,Ka-
nale®.

Ein Kanal 7. ¢ §™ ist durch eine Aufteilung
{F,...F;} der N Koordinaten in [ ,Fragmente“
F={1; ...1j,} charakterisiert, wobei

Y (1y... TN 1) €74
stark nach einem Wellenpaket @™ (1;...Ty;?) von
[ frei auseinanderlaufenden Fragmenten konvergiert;
dabei bleiben in @@ (r;...1y;¢) die zu einem
Fragment F; gehorigen Teilchen jeweils in einem
gebundenen Zustand zusammen. (Da wir symmetri-
sche Zustiande

p® (.. 1x51) baw. o™ (1,...1y;0)

fir t— *

betrachten, fithrt die Permutation von Teilchen-
koordinaten nicht zu neuen Kanilen.) Es kann ge-
zeigt werden 1!, dal zu verschiedenen Kanilen 7.,
7.” gehorige w), w{Y). zueinander orthogonal sind.
Dies ist jedoch nicht der Fall fiir die zugehorigen
®™ ; 2. B. bilden die o™ (1;...1y;51), welche N
einzelne frei auseinanderlaufende Teilchen beschrei-
ben, allein schon ganz ™. Die Kanile zerfallen
in orthogonale Unterkanile, je nachdem, in welchen
Bindungszustidnden sich die Fragmente befinden.

Bei der Ubertragung in die Feldtheorie 1dBt sich
alles Wesentliche an dem einfachsten, nichttrivialen
Fall erkennen, den wir im folgenden benutzen:

Es soll in allen N-Teilchenrdumen neben den un-
gebundenen Einzelteilchen nur eine einzige Sorte
von ein- bzw. auslaufenden Fragmenten geben kon-
nen, namlich Fragmente, bestehend aus zwei Teil-
chen, die in einem S-Zustand mit Bindungsenergie ¢
gebunden sind. Wir konnen uns ein solches Mehr-
kanalsystem realisiert denken durch die Annahme
eines schwach anziehenden Zweiteilchenpotentials
(welches nur einen gebundenen Zustand zweier Teil-
chen zuldft) und abstoBender Dreikorperpotentiale,
welche die Bildung von Fragmenten mit hoherer
Teilchenzahl verhindern. Wir untersuchen nun die
Struktur der N-Teilchenrdaume, insbesondere N=1,
2,3, und gehen dabei zu nichtnormierten Impuls-
und Energieeigenzustidnden iiber.

Die Wellenfunktionen fiir das freie Einzelteilchen
bzw. das freie Fragment und ihre Fourier-Trans-
formierten sind:

fi(xs2) = @ 711),,, exp{i(fr—aw(f) 1) };

Jr(ps0) —exp{—iw(®) £} S(p—B; (2,1)
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Fa(tyTs31) = exp{i(R'R-2(R) )}

exp{é-et}g(]tl);
Fa(pypas 1) —exp{~i(2(8%) - )}t
(P +p— &) e(|py—Ds))
o) =1hB/m; Q(R) = 1h K2/M:

M=2m; =5 (T +T); t=1,~15.

Die Energieeigenlosungen der ScrroDINGER-Glei-
chung im Impulsraum zerfallen z. B. in den Rdumen

N =1, 2, 3 in folgende Kanile:

[CE: )’/

(2,2)

mit

N=1: 9% (p; t)__ff(p,t), E= 1h28/m.
N=2: $%u, (py P25 )= {fh (P13 2) fr. (P23 ) }oym
fir t— T oo,

E=ir2E2/m+ § K252 /m;
P22 (Py Pos 1) = Fa (py Pa3 2),
E=1h2R2M—¢.
P e, (P{}’z P33 2) — 5
{fa. (0y30) fr. (P23 1) fru (P33 2) }sym

fir t—> oo,

E= % (f2+ 52 +15?);

N=3:

p&ar (Py P2 Pss )= {Fs (pr P23 ) fr (P35 1) Joym
fir t— T,
E=31R2P[m+ 1 h2 R2/M —-¢. (2,3)

{}sym bedeutet Symmetrisierung hinsichtlich p, ... py.
Allgemein gibt es im N=(2n+1)- und N=2n-
Teilchenraum (n+ 1) Kanile y. entsprechend der
Anzahl von 0,1...n ein- bzw. auslaufenden Zwei-
teilchenfragmenten.

Fiir die Feldtheorie ist der Ausgangspunkt wieder
der Hamivron-Operator:

H= /w*(r) (- ;%A)w(r) dr
+3 v @y @) V(| r-1"]) (&) w(r) drd’
+3 [y (@) p W) W (-1 1-17)
() p(t)) w(x) drd’ &, (2,4)

der jetzt evtl. Dreikorperpotentiale enthalt. Unser
Ziel ist es, entsprechend den nunmehr asymptotisch
fiir t— & co vorhandenen zwei Teilchensorten zwei
kanonische Felder einzufiihren:

Ay (r;8) =e@MEL A, (1) e~ (M HL,
itr .
A:i:(r) (2 ):/fe ai(f),
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B. (r;t) —e@mMHEB (1) =MW HE,
ite g,
Bo(t) = o1y [eheh).

1. Sie sollen den kanonischen Vertauschungsrela-
tionen geniigen und untereinander vertauschbar sein.

2. Da jeder Zustand des Hiuerr-Raumes durch
die asymptotisch fiir £— T oo als quasifreie Wellen-
pakete vorhandenen Teilchensorten charakterisiert
werden kann, soll sich der HiLBert-Raum § (der als
Fock-Raum §,, des interpolierenden Feldes aufge-
baut wurde) als Produktraum der Fock-Réume £,
und £, schreiben lassen:

Bo=Pu. ® $o.=Ho- @ Ho_. (2,6

3. In Verallgemeinerung von (1, 19) sollen sich
der Hamirtox-Operator und die Gesamtimpulsopera-
toren gemall der Bedeutung der asymptotischen Fel-
der in folgender Form schreiben lassen [vgl. auch ¢].

H=fa,§: 02 Ea, ) ar
+j bt (R) (F_Qf—e)bi(.@) d8;

P = [al(f) fau (D) df
+ [BL(R) Kb (R) dR.

Schon aus (2, 6) wird klar, daB a () bzw. b+ (R)
nicht dquivalent zu v (f) sein konnen, dal also kein
unitires 2. wie in (1,16) existieren kann. Jedoch
erhalten wir Aufschluf} iiber die Struktur der Ope-
ratoren a4 (f), b+ () durch folgende Uberlegung:
Die Anwendung von a'. (f) auf einen N-Teilchen-
zustand (im Sinne des Aufbaus von § als Fock-
Raum von ) muB} einen (/N + 1)-Teilchenzustand
ergeben; Anwendung von b%. (&) dagegen ergibt
einen (N +2)-Teilchenzustand, da die Fragmente
aus zwei Teilchen im Sinne des -Operators bestehen.
Daraus erglbt sich folgende allgemeine Form von

a; (f) und b (n@)

ak ~Z(w*w*---w* yy..
e ——— ——

(2,5)

(2,7)

-Y)

n+1 n

..qzj YY...p)

n+2 n

£M8

(2,8)
bzw. explizit'
at}; ,[a-l-(fl n-x»hf ,' ‘fﬂ,; f)

1)U".(fl)- . -wf(frul) W(fl ) &l ii’(fn,)
7 dfl “ee df,H.l dfl,. .o df,,,,
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bT_— (@) v fﬂ+ (fl n+2s f1 fn’; t@)
yjf(fl)- o T(fn+2) ’P (fl )-- . i/.’(fn’)

* dfl “ee dfn.,,g dfl,. .o df,,, (2, 8,)

Andererseits mul} sich nach (2, 6) y auch durch a- ,
b ausdriicken lassen, da mit Hilfe beider Operato-
rensorten der HiiserT-Raum ebenfalls aufgebaut
werden kann. Beachten wir, dal Anwendung von 7
die Teilchenzahl um eins erhoht, so ergibt sich als
Umkehrung von (2, 8) folgende allgemeine Form:

i M (L ...0% al...af b ... by a,...a,)
(2n+m)—’-_’ —/—‘ N—— N — —

=@n'+m'+1, m n' m’
(2,9)

bzw. explizit:

@f(f) = Z fli(v@l---@n;fl

=(2(‘i7r:f')+1) @1 \@n ’ f1 m 3 )
DL (Ry)...bL (&) al (§) ...ak (fn) (2,9 )
by (R)...be (&) ar(F))...a. (fw)
ARy...dR, AR, ... ARydE, ... dt, dt/. .. dE,.

Die entscheidende Aufgabe besteht nun darin, die
Koeffizienten a. , f+ und y+ zu berechnen. Aus der
Anwendung der kanonischen Vertauschungsrelatio-
nen fiir as (f), b+ (®), v (f) ergeben sich zwar ein-
schrinkende Bedingungen fiir a+, f+, x+, aber
offenbar werden sie dadurch nicht festgelegt. Denn 1.
missen die voneinander verschiedenen Systeme
{a,,B.s 2.} und {a_, B_, 7_} zu denselben Ver-
tauschungsrelationen fithren, 2. miissen diese unab-
hingig von der Form des gebundenen Zustands im

W. WEIDLICH

Zweiteilchenfragment gelten, wahrend o, £,  von
dieser Form abhéngen.

Wir geben nun zwei Methoden zur sukzessiven
Bestimmung der Koeffizienten an, wobei wir die
zweite bis zur expliziten Durchfiihrung verfolgen.

a) Setzt man in die beiden Formen (2,4) bzw.
(2,7) des Hamirron-Operators die Entwicklungen
(2,9) bzw. (2,8) ein, so erhalt man einmal fiir H
einen Ausdruck:

H~Y(w

n_

oty
——
n n

im andern Fall

H~ > OL...0% ab...ak b....b. a,

&
2n+m) -

=(2n'+m) n m n m
Andererseits muf} beim Einsetzen von (2, 9) in (2, 4)
die Form (2, 7) hervorgehen, und bei Einsetzen von

(2,8) in (2,7) die Form (2, 4).

Diese Bedingung ergibt ein System gekoppelter
Integralgleichungen fiir die a+ , S+ bzw. fir die y+ .
Unter Heranziehung der Asymptotenbedingung miis-
sen aus der Losungsmannigfaltigkeit die Losungen
a.,fB.. 7. bzw. a_, f_, y_ herausgesucht werden.
Diese Methode entspricht offenbar derjenigen zur
Bestimmung von £ in Abschnitt 1.

b) Wir wollen statt dessen einen anderen Weg ein-
schlagen, bei dem die Koeffizienten a, f, 7 direkt
durch die als bekannt vorausgesetzten Streulosungen
(2, 3) ausgedriickt werden. Dazu schreiben wir in
Verallgemeinerung von (1, 17) :

f,&(jm-lm) Snti...Im (pl e p2n+m; t) @f(pl; loae @T(p2n+m; t) dpl e dp2n+m @0
- fw(:tnﬁr) NP ST (pl DR p2n+m; 0) ‘;’T (p1)° .. g)f(p2n+m) dpl o dp2n+m ¢0
=bL (R,)...bL/®,) e, (I)...ak En) Dy. (2,10)

Rechts darf es auf die Reihenfolge der b'- und a'-Operatoren nicht ankommen. Daf} der Hamirron-Ope-
rator bei Giiltigkeit von (2,10) in a+, bs die Form (2,7) haben muf, folgt daraus, da} die Zustinde

(2,10) auf Grund der Wahl von

~ (2n
Wﬁ . Sati..

Z It

Energiezustinde zu

(D1l

< Pensms 0)

2M —8) sind.

Setzen wir nun andererseits in den Gln. (2,10) entweder (2,8") oder (2,9’) ein, so gelingt die suk-
zessive Bestimmung der Koeffizienten a, f, . Beim Vergleich der N-Teilchenzustande fir N=1, 2, 3 er-
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halten wir explizit mit (2, 3) :
ay ($;8) =o0(%,-1);
ﬂi (fl fg; v@) ={‘S\(f1 f2; O)a
A (f1 f2; f1’; f)=ypirr, (f1 f2§ 0) — {5(f1 -Ho (fz = fx')} syms3

,Bi (fl fz fa; f1'; @) = ’I’:t S 1 (fx f2 f3; 0) — {‘5 (f1, ™ f1) ’pik (f2 f3; 0) }sym B
2 f ai (fl fg f3; fll, fg”; f) i;’i i o (flﬂ fg”; 0) dfll, dfg”
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(2,11)
} (2,12)
=yowr, (1550 —{8(f-1) "I’if’{. (Ts 15: 0 Yuvn
-2 [{ax (G T B, Dvare, (8" 5;0) }emdf,”s ¢ (2,13)

2 / A+ (fl f2 fa; f1” f2"; f) leiﬁ (f1” 2”; 0) df1” df2”

— ";’iS\l (fl fz f3; 0) = {6(f‘— fl) ";&:R (f2 f;ﬁ 0) }sym
-2 / {ai- (fl f?? f1”§ Dyses (f1” f3; 0) }sym df1”-

({} beziiglich f, £, f,)

Die zwei letzten Gleichungen bestimmen
as (B f 853 1 65 )
vollstandig, weil
'Z’if’xf’z (f1” 23 0)
ein vollstandiges Orthogonalsystem im Raum der

symmetrischen Funktionen f(f,”f,”) bilden.
Analog ergibt sich fiir die y+ mit N=1, 2:
2:(E D =0((-1); (2,14)
a) f%-_!- ('@1; f1'§ f) 7;’:!: 6% 48 (f1l f;0) df1, df=0;
b) /Zt (84 f1,; f)yes (f1'f; 0) dfl’ df
=0 (@1 - ‘@) H
c) fli (f1 f2; f1,; f) ’Z’if",f"a (fll f;0) df1, df
= {5 (f1” = f1) 0 (f2” = fz) }sym - ’7’& 468 4 (f1 f2§ 0);
d) in (F fos 8,5 8) von (], F; 0) df, " df
- o =—vyaa (5. (2,15)
a) und b) bestimmen x:(R;;f, ;) vollstindig,
ebenso c) und d) das y+(f,f5; %5 8).
Obwohl die Struktur der gebundenen Fragmente
z.B. in H nach (2, 7) nicht mehr explizit zum Aus-

und g (£, £7;0)

druck kommt, geht sie doch in komplizierter Weise
in den Zusammenhang zwischen interpolierenden
und asymptotischen Feldern ein, wie schon (2,11)
bis (2,15) zeigen. Auch im Mehrkanalsystem lafit
sich nun eine unitire S-Matrix einfithren. Sie ist

definiert durch:

a.(H)=Sa,(HS™; b (R)=5b,(R) S5

(2,16)

Wir bemerken noch, da der Ubergang zu ver-
schiedenen Formen des Hawmirron-Operators durch
die Einfilhrung neuer kanonischer Operatoren, wie
hier der asymptotischen Felder, auch in anderen Ge-
bieten der Physik Anwendung findet; z. B. werden
in der Festkorperphysik fiir zusammengesetzte Ge-
bilde, wie das Exciton, eigene Feldoperatoren einge-
fiihrt und der Hamrrron-Operator unter deren Ver-
wendung umgeschrieben (vgl. z. B. 12).

Herrn Prof. H. Haken méchte ich fiir anregende Dis-
kussionen danken.

12 H. Hakex u. W. Scrortky, Z. Phys. Chem., N. F. 16, 218
[1958].



